
自然科学进展 　 第 17卷　第 9期　2007年 9月

利用重正化群方法推导非线性
Reynolds应力模型＊

刘正锋1　王晓宏1 , 2＊＊

1.中国科学技术大学热科学和能源工程系 , 合肥 230026;

2.中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室 , 北京 100080

　2007-01-08收稿 , 2007-03-09收修改稿

　 ＊国家自然科学基金(批准号:10472115)、 教育部新世纪优秀人才支持计划和中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室开放研

究课题资助项目

　＊＊通信作者 , E-mail:xhwang@u stc.edu.cn

摘要　　近年来 , Rubinstein 和 Barton 利用 Yakho t 和 Or szag 湍流重正化群方法推导非线性

Reynolds应力模型 , 但是他们分析计算过程中存在着一些不自洽的地方.文中利用重正化群方法 ,

对 Reyno lds应力的数学表达式作二阶微扰展开 , 从理论上推导得到非线性 Reyno lds应力模型 , 其

数学形式与从量纲分析和数学物理性质的合理性讨论得到的通用模型形式完全相同 , 另外从理论

上计算了各待定湍流常数.

关键词　　湍流模式　Reynolds应力　非线性涡粘性模式　重正化群

　　自然界的流动大多为湍流 , 而湍流问题是流体

力学和理论物理中最困难的问题之一 , 人们试图利

用各种新的思想和方法予以研究 , 以期对湍流有更

多的了解.目前人们普遍认为湍流运动满足 Navier-

S tokes方程 , 但对 Navier-S tokes 方程求平均后 ,

将出现新的未知项 ———Reynolds应力项 , 由于不了

解 Reyno lds应力和平均速度场之间的关系 , 从而湍

流问题不封闭.将 Reynolds应力和平均场联系起来

是湍流模式理论的核心内容.

目前工程中常用的 Reyno lds 应力模型有

Boussinesq线性涡粘性模型以及 Prandtl 混合长度

模式等.这些线性模型在一定程度上能够满足工程

应用的需要 , 但是由于模型过于简单 , 对于一些复

杂湍流运动的预报性较差.湍流的非线性性质是湍

流的基本特性之一 , 即使是在简单的湍流衰变过程

中都有强烈的反映
[ 1]
.由于非线性 Reyno lds应力模

型比线性 Reyno lds应力模型含有更加丰富的内容 ,

发展和完善非线性 Reynolds应力模型成为近期湍流

模式理论研究的重点课题之一.

Speziale[ 2—4] 根据物质参照系不变性的制约条

件 , 利用张量表示理论 , 建立了含有平均速度梯度

平方项的非线性 Reynolds应力模型 , 该非线性模型

含有丰富的物理信息 , 在计算矩形管流中出现了实

验观测中的二次流 , 并且对后台阶流动的计算也有

相应的改进;钱炜祺和符松[ 5] 后来改进了 Speziale

等的非线性模型 , 考虑了非均匀流动中速度高阶导

数的影响 , 引入了二阶导数项 , 他们认为 Reynolds

应力与流动的 “历史” 有关 , 并将这一项看成

Reyno lds应力的松弛项 , 并利用新的非线性模型对

三维湍流边界层进行了计算 , 计算结果比一般的非

线性模型更吻合实验结果;为计算复杂几何结构的

湍流场 , 符松等
[ 6 , 7]
进一步发展了低 Reynolds 数的

湍流非线性 Reyno lds 应力模型.上述湍流非线性

Reyno lds应力模型的数学形式均来源于量纲分析和

数学物理性质的合理性讨论 , 其中具体的待定湍流

常数通过一些简单湍流的实验数据予以估计 , 从理

论上出发去推导非线性 Reyno lds应力模型并计算待

定湍流常数具有重要的理论和工程实际意义.
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近年来 , 统计力学方法被应用到建立剪切湍流

的模式理论中 , Yoshizaw a[ 8 , 9] 利用 Kraichnan 的湍

流直接相互作用理论并假设平均场为大尺度缓变运

动和脉动场为小尺度快变运动 , Rubinstein和 Bar-

to n[ 10 , 11]利用 Yakho t和 Orszag[ 12] (YO)发展的湍流

重正化群方法 , 分别从理论上推导了湍流非线性

Reynolds应力模型和湍流二阶矩封闭模型并计算湍

流经验常数.Rubinstein 和 Barton[ 10 , 11] 对于湍流非

线性 Reynolds应力模型以及湍流二阶矩封闭模型的

推导和计算中存在理论不自洽的问题 , 对于他们从

Reynolds应力微分方程出发推导湍流二阶矩封闭模

型的工作
[ 11]
, 我们在近期的文章中指出了其中的不

足 , 并利用重正化群方法进行了重新推导[ 13] .

对于利用 YO湍流重正化群方法推导湍流非线性

Reynolds应力模型 , Rubinstein 和 Barton 的工作[ 10]

存在以下数学物理问题:(i)同一计算中采用不同的

y 值:y =-1 和 y =3 进行计算 , 理论上不自

洽[ 14—17] , 这是由于计算积分的时候做了带有计算误

差的积分域平移而导致的;(ii)假设平均速度的连续

性方程不适用(在Fourier空间上 Qμuμ(-Q)≠0).

本文将在 Rubinstein 和Barton[ 10]及我们以前工

作[ 15]的基础上 , 利用 YO 湍流重正化群方法[ 12] ,

重新推导湍流非线性 Reynolds应力模型并完全从理

论上计算模型中的待定湍流常数.

1　利用湍流重正化群理论推导非线性 Reyn-

olds应力模型

　　YO 湍流重正化群理论[ 12] 假设 , 在惯性子区域

内湍流脉动速度可以用 Gauss 随机力作用下的

Navie r-Stokes方程予以描述

 uα
 t
+uk

 uα
 x k

=- p
 xα
+v0

 2uα
 x k x k

+f α (1)

脉动速度 uα的 Fourie r变换形式为

uα( k)=G0( k)fα( k)+
λ0
2i
G0( k)Pαmn(k)·

∫
q,|k-q|<Λ

0

um( k - q)un( q)
d( q)
(2π)d+1

(2)

其中 G0( k)=(-iω+v0k2)-1 , Pαmn(k)=kmPαn(k)

+knPαm(k), Pαm(k)=δαm -kαk m/k2 ,  k =(k , ω);

λ0 为重正化微扰展开的耦合参数 , 不失普遍性令

λ0=1;Λ0 为高波数截断;Gauss型随机力 f 满足

两点作用关联:

< fα( k)f β(k′)>=2D 0(2π)
d+1
·

Pαβ(k)k-yδ(k +k′)δ(ω+ω′) (3)

其中取 y=d=3可以推得湍流 Kolmogrov-5/3律并

计算得到和实验相符的 Kolmogrov 常数[ 12 , 15 , 17] .

湍流重正化群方法的基本思想是 , 首先将脉动

速度 u( k)分成低波数 u
<(k ∈(Λf , Λ0 -dΛ))和高

波数 u
>
(k ∈(Λ0-dΛ, Λ0))两部分 , 即:

u
<
α( k)=G0( k)f <α( k)+

λ0
2i
G0( k)Pαmn(k)·

∫[ u<m( k - q)u<n( q)+2u>m( k - q)u<n( q)+
u
>
m( k - q)u>n ( q)] d q

(2π)
d+1 (4)

u
>
α( k)=G0( k)f >α( k)+

λ0
2i
G0( k)Pαmn(k)·

∫[ u<m( k - q)u<n( q)+2u>m( k - q)u<n( q)+
u
>
m( k - q)u>n ( q)] d q

(2π)
d+1 (5)

为了消除方程(4)中的高波数速度分量 u
> , 将方程

(5)代入(4)中(即对λ0 作微扰展开), 对高波数随机

力求平均 , 逐次对(Λ, Λ0)高波数随机力进行平均

得到:

uα( k)=G0( k)f α( k)+
λ0
2i
G( k)Pαmn(k)·

∫
q ,|k-q|<Λ

um( k - q)un( q)
d( q)
(2π)d+1

(6)

其中 G( k)=(-iω+v(Λ)k2)-1 , ν(Λ)为重正化粘

性:ν(Λ)=
3
8
d-1
d+2

D0 Sd

(2π)d
1/3

Λ
-4/ 3[ 12 , 15 , 17]

(Sd =

2πd/2/Γ(d/2)表示 d维单位球的表面积).

将湍流 Reynolds应力和平均场联系起来 , 使湍

流问题封闭是湍流模式理论的核心内容.本文将从

湍流重正化群理论出发推导 Reyno lds应力的非线性

模型.湍流 Reyno lds应力的 Fourie r变换为
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ταβ =-〈uα(x , t)uβ(x , t)〉 =-∫〈uα( p)·
uβ( q)〉e

i( p+ q) x
d pd q/(2π)

2d+2
(7)

其中 x=(x , t), 将脉动速度分成高波数 u
>和低波

数 u
<
两部分得到ταβ=τ

<
αβ +τ

>
αβ , 其中

τ
<
αβ =-∫〈u

<
α( p)u

<
β ( q)〉e

i(p+ q) x d pd q
(2π)2d+2

(8)

τ>αβ =-∫〈2u<α( p)u>β( q)+u>α( p)u>β( q)〉·
e
i( p+ q) x d pd q

(2π)2d+2
(9)

把方程(5)代入方程(9)中 , 即以参数 λ0 作微扰展

开 , 精确到 λ0 的二阶展开项有 τ>αβ =(τ0αβ)> +

λ0(τ
1
αβ)

>
+λ

2
0(τ

2
αβ)

>
, 其中

(τ0αβ)>=-∫G( p)G( q)〈f
>
α( p)f >β ( q)〉·

e
i( p+ q) x d pd q

(2π)2d+2
(10)

(τ1αβ)>=i∫[ G( p)G( q)pβmn(q)G( q- Q)·
〈f

>
α( p)f

>
m( q- Q)〉+G( p)G( q)·

Pαmn(p)G( p - Q)〈f >β( q)f >m( p - Q)>

u
<
n ( Q)e

i( p+ q) x d pd qd Q
(2π)3d+3

(11)

(τ2αβ)>=-∫[ G( p)Pαmn(p)G( p - Q)G( q)·
Pβrs(q)G( q-　T )〈f >m( p - Q)f >r ( q-　T )〉+
G( p)G( p - Q)G( p - Q-　T )G( q).
Pαmn(p)Pmrs(p-Q)〈f

>
r ( p - Q -　T )f >β ( q)〉+

G( p)G( q)G( q- Q)G( q - Q -　T ).
Pβmn(q)Pmrs(q-Q)〈f

>
r ( q - Q -　T )f >α( p)〉] ·

u
<
n (Q)u<s (T)ei( p+ q) x d pd qd Qd 　T

 
(2π)4d+4

(12)

本文采用 YO湍流重正化群理论的计算方法 , 将随

机力的两点作用关联表达式(3)代入方程(10)—

(12), 逐次对高波数随机力求平均 , 建立循环迭代

微分关系式.

将方程(3)代入(10), 逐次对高波数随机力求

平均可得:

d(ταβ)
0

dΛ
=-

2
3
D0 Sd
(2π)d

Λd-y-3

ν(Λ)
δαβ (13)

将湍流运动看成两部分组成 , 波数小于 Λf 的大尺

度速度看成平均速度 , 波数大于 Λf 的小尺度速度

看成脉动速度 , 其中 Λf =π/L , 积分尺度 L 对应于

湍流最大脉动尺度.逐次对(Λf , Λ0)的高波数随机

力进行平均得到

(ταβ)0 =-D
0S d

(2π)d
1

ν(Λf)Λ2f
δαβ (14)

　　对于λ0 的一阶展开项 (τ
1
αβ), 为计算方便起见 ,

引入变量替换:对于方程(11), 在第一项中令  q-

 Q※ q′,  p※ p′和在第二项中令 q - Q※ q′,  p ※ p′,

得到:

(τ
1
αβ)

>
= i∫[ G( p′)G( q′)G( q+ Q)Pβmn(q′+Q)·

〈f
>
α( p′)f

>
m( q′)〉+G( p′+ Q)G( p′)G( q′)·

Pαmn(p′+Q)〈f
>
m( p′)f

>
β ( q′)〉] u

<
n (Q)·

e
i( p′+ q′+ Q) x d p′d q′d Q

(2π)3d+3
(15)

　　将方程(3)代入(15), 对高波数随机力求平均 ,

由于 Q / q′ <1 , 近似展开至 Taylo r 级数的

O( Q )项 , 通过计算可建立循环迭代微分关系式

d(ταβ)1

dΛ
= 3i
d(d +2)

D0

(2π)
d
Λ
d-y-5

ν
2
(Λ)

·

∫(Qαu
<
β( Q)+Qβu

<
α( Q))e

iQ x d Q
(2π)d+1

(16)

这样逐次消除(Λf , Λ0)之间高波数分量的影响后 ,

利用 lim
Λ※Λf

 u<

 xk
=
 U
 x k
可得:

(ταβ)1 = 3
20

D0

(2π)d
1

ν2(Λf)Λ4f
 Uα
 x β
+
 U β
 xα

(17)

　　和计算(ταβ)
1
相类似 , 引入变量替换:对于方

程(12), 在第一项中令  p- Q※ p′,  q- 　T ※ q′, 在
第二项中 p- Q-　T ※ p′,  q※ q′和在第三项中 p ※
 p′,  q- Q-　T ※ q′有:
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(τ2αβ)>=-∫[ G( p′)G( q′)G( p′+ Q)G( q′+　T )·
Pαmn(p′+Q)Pβrs(q′+T)〈f

>
m( p′)f

>
r ( q′)〉 +

G( p′)G( q′)G( p′+ Q +　T )G( p′+　T ).
Pαmn(p′+Q +T)Pmrs(p′+T)〈f >r ( p′)f >β ( q′)〉+

G( p′)G( q′)G( q′+ Q +　T )G( q′+　T ).
Pβmn(q′+Q+T)Pmrs(q′+T)〈f >α( p′)f >r ( q′)〉] ·

u
<
n( Q)u<s (　T )ei( p′+ q′+ Q+　T ) x d p′d q′d Qd 　T 

(2π)
4 d+4 (18)

将方程(3)代入(18), 对高波数随机力求平均 , 由

于 Q / q′ , T / q′ <1 ,近似展开至 Taylo r 级数

的O(Q2 , T2 , TQ )项 , 通过计算可建立循环迭代微

分关系式:

d(ταβ)2

dΛ
=

1
420

D 0Sd
(2π)d

Λd-y-7

ν3(Λ)∫{48[ QμT μu
<
α( Q)·

u
<
β (　T )+QβT μu<μ( Q)u<α(　T )+QμTαu<n( Q)u<β (　T )+

QαT βu
<
μ( Q)u<μ(　T )+1

2
QμT μu

<
m( Q)u<m(　T )δαβ +

1
2
QμTmu

<
m( Q)u<μ(　T )δαβ ] +56[ QμQ βu<α( Q)u<μ(　T )+

QμQαu
<
β( Q)u

<
μ(　T )]}ei( Q+　T ) x d Qd 　T 

(2π)2d+2
(19)

由于∫Qa T bu
<
c ( Q)u

<
d (　T )ei( Q+　T ) x d Qd 　T 

(2π)2d+2
=-

 u <c
 x a

 u<d
 x b

, 并利用 lim
Λ※Λ

f

 u<

 xk
=
 U
 x k
可得:

(ταβ)
2
=-

1
840

D 0Sd
(2π)d

Λ
-6
f

ν3(Λf)
48

 Uα
 xμ
 U β
 xμ
+

 Uα
 xμ
 Uμ
 x β
+
 U β
 xμ
 Uμ
 xα
+
 Uμ
 xα
 Uμ
 x β

+ 1
2
 U m

 x μ
 U m

 xμ
+

 U m

 xμ
 U μ

 x m
δαβ +56Uμ

 2Uα
 x β xμ

+
 2U β
 xα xμ

(20)

　　Rubinstein和 Bar ton
[ 10]
在计算二阶项(ταβ)

2
时 ,

假设∫νQμQαVμ(- Q)Vβ( Q)d Q = 1
2
νT
 Vβ
 xμ
 Vμ
 xα

, 实

际上从连续性方程出发可得∫QaQμuμ(- Q)ub( Q)dQ=
0 , 这也是他们的非线性模式推导工作得不到速度

二阶导数项的原因 , 并且他们在同一计算的不同地

方采用不同的 y 值(y =-1 和 y =3), 破坏了参数

的一致性 , 这是由于他们没有考虑积分域的平移造

成的[ 14—17] .本文采用单一的 y 值:y =3予以计算 ,

从而保证了参数的一致性 , 本文从湍流重正化群理

论出发并采用了严格的数学推导 , 由方程(13),

(17)和(20)得到

ταβ =-〈uα(x , t)uβ(x , t)〉 =(ταβ)
0
+(ταβ)

1
+(ταβ)

2
=

-
D0Sd
(2π)d

1
ν(Λf)Λ2f

δαβ +
3
20

D0

(2π)d
1

ν2(Λf)Λ4f
·

 Uα
 x β
+ U

β

 xα
-

1
840

D0S d
(2π)d

Λ
-6
f

ν3(Λf)
48

 Uα
 x μ

 U β
 xμ
+

 Uα
 xμ
 Uμ
 x β
+
 U β
 xμ
 Uμ
 xα
+
 Uμ
 xα
 Uμ
 x β

+1
2

 U m

 xμ
 U m

 xμ
+

 U m

 xμ
 Uμ
 x m

δαβ +56Uμ
 2Uα
 x β x μ

+
 2Uβ
 xα xμ

(21)

当下标α, β收缩时 , 〈uαuα〉=2K , 其中

K = 3
2
D0 Sd

(2π)
d

1
ν(Λf)Λ

2
f
+ 1
10
D0 Sd

(2π)
d

Λ-6f
ν
3
(Λf)

·

 Um
 xμ

 U m

 xμ
+
 U m

 x μ
 Uμ
 x m

(22)

将方程(22)代入(21)得到非线性 Reyno lds应力模型

为

ταβ =-2
3
Kδαβ + 3

20
D0

(2π)d
1

ν2(Λf)Λ4f
·

 Uα
 x β
+
 Uβ
 xα

- 1
840

D0S d

(2π)d
Λ-6f
ν3(Λf)

48
 Uα
 x μ

 U β
 xμ
+

 Uα
 xμ
 Uμ
 x β

+
 Uβ
 xμ
 Uμ
 xα

+
 Uμ
 xα
 Uμ
 x β

-32
 U m

 xμ
 U m

 xμ
+

 U m

 x μ
 Uμ
 x m

δαβ +56Uμ
 2Uα
 x β xμ

+
 2U β
 xα x μ

(23)

利用 YO 理 论的结果 2D0 Sd/(2π)d =1.59ε,

ν(Λf)Λ
2
f =1.195ε/K

[ 12]
, 方程(23)可以写成

ταβ =-〈uα(x , t)uβ(x , t)〉 =- 2
3
Kδαβ +0.083 K

2

ε
·

 Uα
 x β
 U β
 xα

-K
3

ε
-2 Cτ1

 Uα
 xμ
 U β
 xμ
-
1
3
 U m

 xμ
 U m

 x μ
δαβ +

Cτ2
 Uα
 xμ
 Uμ
 x β
+
 U β
 xμ
 Uμ
 xα
-
2
3
 U m

 xμ
 Uμ
 x m
δαβ +
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Cτ3
 Uμ
 xα
 Uμ
 x β
-
1
3
 U m

 xμ
 U m

 xμ
δαβ +

Cτ4Uμ
 2Uα
 x β xμ

+
 2U β
 xα xμ

(24)

其中 Cτ1 =0.026 , Cτ2 =0.026 , Cτ3 =0.026 , Cτ4 =

0.031.采用二阶非线性模式的常用表达形式 , 方

程(24)改写为:

ταβ =-〈uα(x , t)uβ(x , t)〉 =- 2
3
Kδαβ +

2CμK
2

ε
Sαβ -K

3

ε
-2 C1 SαμS μβ -

1
3
SmμSμmδαβ +

C2(SαμWμβ +SβμWμα)+C3 WαμWμβ -

1
3
WmμWμmδαβ +C4 Uμ

 Sαβ
 x μ

(25)

其中 Sαβ =
1
2
 Uα
 x β
+
 Uβ
 xα

为平均应变率张量 , Wαβ =

1
2
 Uα
 x β
-
 Uβ
 xα

为平均涡量张量;各湍流常数的理

论计算值为:Cμ=0.083 , C1 =0.104 , C2 =C3 =0 ,

C4 =0.062.线性涡粘性系数 Cμ的理论计算值和通

常经验值 0.09[ 2]很接近.

2　结论与展望

本文利用 YO湍流重正化群方法 , 对 Reynolds

应力作二阶微扰展开 , 从理论上推导得到非线性

Reynolds应力模型 , 其数学形式与从量纲分析和数

学物理性质的合理性讨论得到的通用模型形式完全

相同 , 另外从理论上计算了各待定湍流常数.本文

从理论上推导得到钱炜祺和符松
[ 5]
等建议的非线性

Reynolds应力模型中的二阶导数项 ———Reynolds应

力 “松弛” 项 , 与 Rubinstein和Barton工作不同的

是 , 在本文的计算采用单一的 y 值:y =3 , 且在整

个理论推导中湍流平均速度均满足连续性方程.表

1给出本文的各待定湍流常数理论计算值与 Speziale

等由简单湍流的实验数据给出的估计值及 Yoshiza-

wa 的理论结果的比较.

Speziale[ 18]从数学物理的合理性讨论出发 , 认

为湍流二阶非线性 Reynolds应力模型中不应包含平

均涡量张量的平方项 ,即方程(25)中C3 =0 ,本文

表 1　不同二阶非线性模型的常数的比较

湍流常数 C1 C2 C3 C4

Speziale模型[ 3] 0.055 -0.055 0 0

Yoshizawa 的理论计算值[ 8] -0.284 -0.064 0.284 0

钱炜祺和符松等改进后的模型[ 5] 0.02 -0.036 1.25 0.038

本文的理论计算值 0.104 0 0 0.062

的推导结果满足该条件 , 但本文的理论推导中同时

有 C2=0 , 即没有平均应变率张量与平均涡量张量

的相互作用项 , 而这相互作用项对于旋转流场的计

算很重要 , 这是本文理论模型的一个缺陷.对于湍

流运动 , 平均场和脉动场具有不同的空间和时间尺

度 , 在近期的研究工作中 , 我们利用 Yoshizaw a的

观点 , 对平均场和脉动场采用不同尺度展开 , 再利

用 YO 湍流重正化群理论推导湍流二阶非线性

Reyno lds应力模型 , 该方法理论计算得到的模型中

将出现平均应变率张量与平均涡量张量的相互作用

项 , 另外我们还利用该方法推导湍流二阶矩封闭模

型;对湍流理论推导的模型需要利用实际应用算例

予以检验 , 湍流重正化群方法得到的模型没有考虑

固壁的影响 , 对于固壁附近的流动 , 需进行壁面修

正 , 上述研究工作正在开展之中.

如何去建立并发展湍流模式理论一直是一个热

点问题 , 这对于计算工程实际问题至关重要 , 利用

重正化群方法完全从理论上出发推导湍流模式并计

算对应的湍流常数 , 这将有助于湍流模式理论的发

展.
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